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Aufgabe 1. (4 Punkte)

Sei ⌦ ⇢ Rn
o↵en und sei u : ⌦ ! R in C1

und konvex.

Zeige, dass für x 2 ⌦

|Du(x)|  1

r
osc
Br(x)

u

mit r = dist(x, @⌦) gilt.

Aufgabe 2. (4 Punkte)

Für welche r > 0 gibt es eine strikt konvexe Lösung der

(i) Monge–Ampère-Gleichung

(
det

�
D2u

�
= 1 in Br(0)

u = 0 auf @Br(0).

(ii) Gleichung für vorgeschriebene Gausskrümmung

8
><

>:

det
�
D2u

�

(1 + |Du|2)
n+1
2

= 1 in Br(0)

u = 0 auf @Br(0).

Hinweis: Betrachte zunächst den Fall r = 1.

Aufgabe 3. (4 Punkte)

(i) Sei ⌦ ⇢ Rn
o↵en und beschränkt. Zeige, dass das Dirichletproblem

(
det

�
D2u

�
= f(u,Du) in ⌦

u = 0 auf @⌦
(1)

mit fz � 0 höchstens eine strikt konvexe Lösung u 2 C2
(⌦) \ C0

(⌦̄) besitzt.

(ii) Ist A 2 O(n) eine orthogonale Matrix mit A⌦ = ⌦, so gilt für jede Lösung u 2 C2,↵
(⌦) \

C0,↵
(⌦̄) von (1),

u(x) = u(Ax)

für alle x 2 ⌦.



Aufgabe 4. (4 Punkte)

Seien �(A) = (�1, . . . ,�n) die Eigenwerte der symmentrischen Matrix A 2 Rn⇥n
und �(A, g) die

Eigenwerte von A bezüglich g. Betrachte die Di↵erentialoperatoren

P
�
D2u

�
= a

X

�i(D2u)>0

�i
�
D2u

�
+ b

X

�i(D2u)<0

�i
�
D2u

�
für 0 < a  b ,

H
�
D2u,Du

�
=

nX

i=1

�i
�
A
�
D2u,Du

�
, g(Du)

�
,

K
�
D2u,Du

�
=

nY

i=1

�i
�
A
�
D2u,Du

�
, g(Du)

�
,

|A|2
�
D2u,Du

�
=

nX

i=1

�2
i

�
A
�
D2u,Du

�
, g(Du)

�
,

wobei

A(D2u,Du) =
D2up

1 + |Du|2
und

g(Du) = Id+Du⌦Du .

Definiere für jeden dieser Di↵erentialoperatoren F ,

� := sup

⇢
µ : µ�ij � @F

@rij

�
(rkl), (pk)

��

und

⇤ := inf

⇢
µ :

@F

@rij

�
(rkl), (pk)

�
⌫ µ�ij

�
.

Welche Bedingungen / a priori Schranken an u erlauben es, c > 0 mit

0 <
1

c
 �  ⇤  c

zu kontrollieren? Nimm dazu im Fall F = K und F = |A|2 an, dass u konvex ist. Untersuche P
und H sowie positive Potenzen von K und |A|2 auf strikte Konkavität.

Abgabe: Bis Montag, 05.11.2018, 15:00 Uhr, in die Mappe vor Büro F 402 oder in der Vorlesung.


