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UBUNGEN ZUR VORLESUNG MITTLERER KRUMMUNGSFLUSS

Blatt 1

Aufgabe 1. (2 Punkte) )
Zeige, dass eine offene Uberdeckung des Intervalles [0, 1] durch Teilintervalle eine endliche Uberde-
ckung

k k
1< I mit ol <2
j=1 j=1

enthélt.

Aufgabe 2 (Fubini). (4 Punkte)
Sei RP™!:= {z € R |2" =t} C R™. Sei U C R” kompakt and Uy := U NR?™! von MaB Null in
RP~! = R fiir alle t € R.

Zeige, dass dann auch U von Mafl Null in R™ ist.

Hinweis: Betrachte zunéchst U C R"~1 x [0,1]. Fiir festes t € [0,1] und & > 0, iiberdecke U; mit
Wiirfeln W} sodass ), |W}| < e. Schitze die Menge {z € U | |2" — t| < a} fir geeignetes o ab und
benutze Aufgabe 1.

Aufgabe 3. (8 Punkte)

Seien n,m > 1 und U € R offen. Sei f : U — R™ in C* mit k > max{n —m,0}. Ein Punkt p € R"
heifit regulér, falls das Differential von f in p surjektiv ist. Ein Punkt ¢ € R™ heifit reguldrer Wert,
falls f~1(q) aus reguliren Punkten besteht. Nicht regulire Punkte/Werte nennt man singulir oder
kritisch. Sei D; C U die Menge aller Punkte, in denen alle partiellen Ableitungen der Ordnung < i
verschwinden.

Es gelte fiir alle Funktionen g : V — R™, V C R ! offen, in C! mit | > max{n — 1 —m,0}, dass
die Menge der kritischen Werte von g in R™ Lebesgue-Mafi Null hat.

Zeige, dass folgendes gilt
(i) f(D\ D7) hat Maf} Null.

Hinweis: Betrachte fiir geeignete Koordinaten die Funktionen h(x) = (f!(z),z?,...,z") und
g=foh L

(ii) f(Dl \ Di+1) hat Maf3 Null.
Hinweis: Verfahre dhnlich wie in (i) mit h(z) = (mﬂ(m),x?, ...,a") fiir geeignete
Koordinaten.

(iii) f(Dy) von Mafl Null.
Hinweis: Schitze |f(x + h) — f(x)| mithilfe der Taylorentwickung auf kleinen Wiirfeln ab.

Aufgabe 4 (Satz von Sard). (2 Punkte)
Seien N™ und M™ differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit einer abzéhlbaren Basis der Topologie.
Sei f: N® — M™ in C* mit k& > max{n —m,0}.

Zeige:



(i) Die Menge der kritischen Werte von f hat Lebesgue-Mafl Null.
(ii) f~'(y) € N™ ist fiir fast alle y € M™ eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit der Kodi-
mension m.
(iii) Sei f € C*°. Dann liegen die regulidren Werte von f dicht in M™.

Aufgabe 5 (Zusatz). (4 Punkte)
Sei A C B. Eine Retraktion ist eine stetige Abbildung f : B — A, sodass f|4 = Id, also f(z) =«
fiir alle z € A, gilt.

(i) Zeige, dass es keine Retraktion von Bj(0) C R™ auf S~ ! gibt. Hinweis: Fiihre einen Wider-
spruchbeweis. Sei f : B1(0) — S"~! eine Retraktion. Betrachte die Glittung der Funktion

) = f(ﬁ) 1/2< |z <1
" {f@““) 0<|z] <1

Benutze dann Aufgabe 4.
(ii) Brouwerscher Fixpunktsatz: Sei f : B1(0) — Bj(0) stetig. Dann besitzt f einen Fixpunkt,
d.h. es gibt ein z € B1(0) mit f(x) = .

Abgabe: Bis Mittwoch, 14.11.2018, 10:00 Uhr, in die Mappe vor Biiro F 402.



