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Aufgabe 5. (8 Punkte)
Seien X0, Y0 : S1 ! R2 reguläre, glatte Kurven und X,Y : S1 ⇥ [0, T )! R2 erfüllen

(
@X

@t
(x, t) = �(x, t)⌫(x, t) für (x, t) 2 S1 ⇥ (0, T ) ,

X(x, 0) = X0(x) für x 2 S1

und (
@Y

@t
(y, t) = �(y, t)⌫(y, t) für (y, t) 2 S1 ⇥ (0, T ) ,

Y (y, 0) = Y0(y) für y 2 S1 .
Definiere d : S1 ⇥ S1 ⇥ [0, T )! R durch

d(x, y, t) = kX(x, t)� Y (y, t)kR2 ,

die Ableitungen
@

@sx
:=

1

v(x, t)

@

@x
und

@

@sy
:=

1

v(y, t)

@

@y

und die Tangentialvektoren

⌧x := ⌧(x, t) :=
@X

@sx
(x, t) und ⌧y := ⌧(y, t) :=

@Y

@sy
(y, t) .

Die Zweipunkt-Di↵erentiation definieren wir durch

(⌧x � ⌧y)(f) = ⌧x(f) + ⌧y(f) und (⌧x  ⌧y)(f) = ⌧x(f)� ⌧y(f)

für f : S1 ⇥ S1 ! R.

(i) Berechne die Ableitungen

⌧x(d) , ⌧y(d) , (⌧x � ⌧y)(d) , (⌧x  ⌧y)(d) , (⌧x � ⌧y)
2(d) , (⌧x  ⌧y)

2(d) ,
@d

@t
.

(ii) Seien X0 und Y0 disjunkt. Zeige, dass X(S1, t) und Y (S1, t) disjunkt für alle t 2 [0, T ) sind.
Hinweis: Benutze, dass an einem Minimum von d gilt, dass ⇠(d) = 0 und ⇠

2(d) � 0 für alle
⇠(x, y, t) 2 TX(x,t)X(S1, t)

L
TY (y,t)Y (S1, t) gilt.

(iii) Sei X0 eingebettet. Zeige, dass X(S1, t) eingebettet für alle t 2 [0, T ) sind.
Hinweis: Benutze (ii) und die Distanzfunktion d"(x, y, t) = d(x, y, t) + "t.

Aufgabe 6. (8 Punkte)
Seien M

n, Nn kompakte di↵erenzierbare Mannigfaltigkeiten. Sei X0 : M
n ! Rn+1 eine glatte

Einbettung und X : Mn ⇥ [0, T )! Rn+1 erfülle
(

@X

@t
(x, t) = �H(x, t)⌫(x, t) für (x, t) 2M

n ⇥ (0, T ) ,

X(x, 0) = X0(x) für x 2M
n
.

Sei Y0 : Nn ! Rn+1 eine glatte Einbettung und Y : Nn ⇥ [0, T )! Rn+1 erfülle
(

@Y

@t
(y, t) = �H(y, t)⌫(y, t) für (y, t) 2 N

n ⇥ (0, T ) ,

Y (y, 0) = Y0(y) für y 2 N
n
.



Definiere d : Mn ⇥N
n ⇥ [0, T )! R durch

d(x, y, t) = kX(x, t)� Y (y, t)kRn+1 .

(i) Berechne die Ableitungen

@d

@x
,

@d

@y
,

✓
@

@x
+

@

@y

◆
d ,

✓
@

@x
� @

@y

◆
d ,

✓
@

@x
+

@

@y

◆2

d ,

✓
@

@x
� @

@y

◆2

d ,
@d

@t
.

(ii) Seien X0(Mn) und Y0(Nn) disjunkt. Zeige, dass X(Mn
, t) und Y (Nn

, t) disjunkt für alle
t 2 [0, T ) sind.

(iii) Sei X0 eingebettet. Zeige, dass X(S1, t) eingebettet für alle t 2 [0, T ) sind.
Hinweis: Benutze (ii) und die Distanzfunktion d"(x, y, t) = d(x, y, t) + "t.

Abgabe: Bis Donnerstag, 17.05.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Büro F 402.


