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Aufgabe 44. (6 Punkte)
Sei M eine di↵erenzierbare Mannigfaltigkeit mit Metrik gij und M̃ eine di↵erenzierbare Mannig-
faltigkeit mit Metrik g̃ij := e�2ugij , wobei u 2 C2(M).

Zeige:

(i)
�̃k
ij = �k

ij � gkl(gilu,j + gjlu,i � giju,l)

(ii)

e2uR̃ijkl = giku;lj � gilu;kj � gjku;li + gjlu;ki
+ giku;lu;j � gilu;ku;j � gjku;lu;i + gjlu;iu;k

+ gilgjk|ru|2 � gikgjl|ru|2 +Rijkl

(iii)
R̃ik = gik�u+ (n� 2)u;ik + u;iu;k � gik|ru|2 +Rik

(iv)
R̃ = e2u(n� 1)2�u� (n� 2)|ru|2 + e2uR

Aufgabe 45. (2 Punkte)
Sei X : R ! R2 eine homothetisch schrumpfende Lösung des CSF zur Zeit t = �1

2 wobei T = 0 ist.
Gelte also in einer lokalen graphischen Darstellung

u00(x) =
�
1 + u0(x)2

�
(xu0(x)� u(x)).

Zeige, dass dann

E = hX, ⌫ie�
1
2 |X|2

konstant ist.

Aufgabe 46 (Hamiltons Harnack Ungleichung). (4 Punkte)
Sei {⌃t ⇢ R2}t2[0,T ) eine konvexe Lösung des Curve Shortening Flows. Sei t0 2 (0, T ).

Zeige, dass
t


� 2s
2

+
1

2(t� t0)
� 0

für t 2 (t0, T ) gilt.

Hinweis: Betrachte f := log  und F := (t � t0)(f2
s � ft). Berechne die Di↵erenz Fss � Ft und

betrachte sie an einem Maximum.

Aufgabe 47 (Translatierende Lösungen). (4 Punkte)
Sei {⌃t ⇢ R2}t2(�1,1) eine strikt konvexe Lösung des Curve Shortening Flows sodass die Krümmung
 einen kritischen Punkt irgendwo in Raum und Zeit annimmt.



(i) Zeige, dass ⌃t eine translatierende Lösung sein muss, d. h. es gibt einen Vektor V 2 R2 mit
⌃t = ⌃0 + tV .
Hinweis: Folgere zunächst mit Aufgabe 46, dass hier

Z :=
t


� 2s
2

⌘ 0 .

Betrachte dann das Vektorfeld
V = �s


⌧ + ⌫

wobei ⌧ Tangetialvektor und ⌫ Normale an ⌃t sind.
(ii) Zeige außerdem, dass ⌃t der Grim Reaper ist.

Hinweis: Zeige zunächst, dass ⌃t sich als Graph schreiben lässt. Arbeite dann mit dieser
Darstellung.

Abgabe: Bis Donnerstag, 12.07.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Büro F 402.


