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Aufgabe 1. (4 Punkte)
Bestimme auf dem durch die Gleichung

Ba? +y?) = 2°
mit z # 0 und B > 0 im R? definierten Kegel Geoditische, die keine Geradenstiicke sind. Benutze
dabei eine lokale Isometrie zu R? fiir eine Vermutung iiber das Aussehen dieser Geoditischen.

Aufgabe 2 (Existenz und Eindeutigkeit maximaler Geoditischen). (4 Punkte)
Formuliere und beweise Theorem 13.5 fiir héhere Kodimensionen.

Aufgabe 3 (Geodétisch vollsténdige Untermannigfaltigkeiten). (4 Punkte)
Formuliere und beweise Theorem 13.9 fiir héhere Kodimensionen.

Aufgabe 4. (4 Punkte)
Geoditische auf der S? sind gegeben durch

a,(t) = (cost,sint cos p,sintsing).

Zeige, dass die Parallelverschiebung von X (0) = e3 entlang «, von ¢ abhéngt.

Abgabe: Bis Donnerstag, 26.04.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Biiro F 402.
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Aufgabe 5. (4 Punkte)
Der Halbraum {z" > 0} C R" mit der Metrik

dz3 + ...+ da?
3
heifit hyperbolischer Raum.
Alternative: Der offene Ball B1(0) C R™ mit der Metrik
da? + -+ da?

4
1—22— - —22)°
( 1 n)

heifit ebenfalls hyperbolischer Raum.

Bestimme alle maximalen Geodétischen im hyperbolischen Raum.

Aufgabe 6. (4 Punkte)
Sei M C R™™™ eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Folgere aus der Definition é(t) € (T, M)* und einer gewdhnlichen Differentialgleichung, dass die
Geodaétischen auf M auch in beliebiger Kodimension nur von der Metrik auf M abhéingen und nicht
von der Immersion.

Aufgabe 7. (4 Punkte)
Zeige, dass die Schwarzschildsche Metrik

1
ds? = — (1= ) ar? + ——dr? + 1%d0Y
r — Is
e
die Einsteinschen Feldgleichungen im Vacuum
1
R, — 3 guwR =0

lost.

Aufgabe * 8. (4 Punkte)
Zeige, dass der raumliche Anteil der Schwarzschildschen Metrik bei {t = konstant}

1
ds? = — (1= ) ar* + T dr? 4 1%deY
r _ s
e
eine isometrische Inversion am Ereignishorizont 0B,,,/5(0) besitzt.

Hinweis: Betrachte einen Schnitt entlang der r-Koordinate und zeige, dass sich dieser als Graph
darstellen ldsst.

Abgabe: Bis Donnerstag, 03.05.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Biiro F 402.



Oliver Schniirer, Universitat Konstanz Sommersemester 2018
Friederike Dittberner

Ubungen zur Vorlesung Differentialgeometrie 1T

Blatt 3

Aufgabe 9. (4 Punkte)
Arbeite die Details aus Bemerkung 14.7 aus:

Bestimme, ohne Verwendung der zweiten Fundamentalform, den Riemannschen Kriimmungstensor
einer n-Sphére vom Radius r > 0.

2

Zeige, dass n-dimensionale Sphéren vom Radius /r? — 2(n — 1)t fiir t € [0, ﬁ) den Riccifluss

a%gij = —QRZ'j 16sen.

Hinweis: Benutze z. B. die stereographische Projektion um die Metrik der Einheitesphére zu be-
rechnen (vgl. DG I, Aufgabe 12).

Aufgabe 10. (4 Punkte)

Sei N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. NV heifit orientierbar, wenn es eine Familie von Karten
von N gibt, deren Definitionsbereiche N iiberdecken, so dass die Determinante der Jacobi-Matrix
der Kartenwechsel stets positiv ist.

Sei nun M C R™"! eine Untermannigfaltigkeit. Wir sagen, dass M als Hyperfliiche orientierbar ist,
wenn es eine stetige Normale auf M gibt, d.h. es existiert eine stetige Abbildung v : M — R,
so dass fiir p € M der Vektor v(p) € (T,M)* ist und |v(p)| = 1 erfiillt.

Zeige, dass eine C?-Untermannigfaltigkeit M genau dann als Mannigfaltigkeit orientierbar ist, wenn
sie als Untermannigfaltigkeit orientierbar ist.

Aufgabe 11. (4 Punkte)

Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge N C M heifit n-dimensionale C*-
Untermannigfaltigkeit von M, wenn es zu jedem x € N eine offene Umgebung U C M und eine
Karte p : U — p(U) C R™™™ mit

e(UNN) =pU)N(R" x {0})
gibt. Ein solches N besitzt einen C*-Atlas, nimlich A := {(UN N, ¢|ynn) : (U, @) wie oben}.
(i) Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Definiere die Abbildung
A:M—->MxM, z- ().

Zeige, dass A(M) eine Untermannigfaltigkeit von M x M ist.
(ii) Sei M = {x € R* : 2% + 23 = 23 + 23 = 1}. Zeige, dass M eine Untermannigfaltigkeit des R*
ist.



Aufgabe 12. (4 Punkte)
Seien M™ und N™ differenzerbare Mannigfaltigkeiten.

RM 0
MXN: 17
= )

firl<p,v<n+m,1<ij<mund 1<k, <n gilt.

Zeige, dass

Abgabe: Bis Donnerstag, 10.05.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Biiro F 402.
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Aufgabe 13. (4 Punkte)
Sei n = 3.

(i) Stelle den Riemannschen Kriimmungstensor mit Hilfe des Riccitensors und der Metrik dar.
(ii) Seien \;, i = 1,2, 3, die Eigenwerte des Riccitensors beziiglich der Metrik. Sei Anti der Raum
der antisymmetrischen (0, 2)-Tensoren,

Anti := {(nz‘j)ij iy = —ny fur alle 1 <4, 5 < n} .
Betrachte den Endomorphismus f : Anti — Anti mit
[ (i) = (Rijklgkrglsnrs)ij-

Zeige, dass f eine wohldefinierte Selbstabbildung ist und bestimme die Eigenwerte on f.
Hinweis: Betrachte zunéchst den Fall g;; = §;; in einem Punkt.

Aufgabe 14. (4 Punkte)
Finde Karten fiir den reell projektiven Raum P™.

Hinweis: Betrachte offene Umgebungen U; = {x = (21, ...,2n41) € P": x; £ 0}.

Aufgabe 15. (4 Punkte)
Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und G eine Gruppe von Diffeomorphismen von M mit
den folgenden Eigenschaften:

(a) Ist Id # h € G, so besitzt h keinen Fixpunkt.
(b) Seien x, € M und g, € G mit z, — z, gn(x,) — y fir n — oo, so existiert ein ng € N und
g € G mit g, = g fiir alle n > ny (die Gruppe G operiert diskontinuierlich auf M)

oder

(b’) G ist endlich.

Definiere eine Aquivalenzrelation “~” durch z ~ y, falls es ein g € G gibt mit g(x) = y gibt. Sei
M = M/G der Quotientenraum beziiglich der Relation.

Zeige:
(i) Die kanonische Projektion p : M — M ist eine Ubgrlagerung.
(ii) Es gibt genau eine differenzierbare Struktur auf M, so dass p ein lokaler Diffeomorphismus

wird.
(iii) Weise die Bedingungen (a) und (b) fiir den folgenden Fall nach: M = R™ und

G={gg:R" = R": gy(z) =2+ q furein ¢ € Z"}.



Aufgabe 16. (4 Punkte)
Zeige, dass die reelle Grassmannsche Mannigfaltigkeit

Gri(n) ={V C R" : V ist ein k-dimensionaler Vektorraum}

eine Mannigfaltigkeit der Dimension k(n — k) ist.

Abgabe: Bis Donnerstag, 17.05.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Biiro F 402.



Oliver Schniirer, Universitat Konstanz Sommersemester 2018
Friederike Dittberner

Ubungen zur Vorlesung Differentialgeometrie 1T

Blatt 5

Aufgabe 17. (4 Punkte)
Sei 2 € R™ offen, zp € Q und g;; eine Metrik auf €.
Zeige, dass es eine offene Menge Q) und einen Diffeomorphismus Y Q- Q gibt, sodass die
zuriickgezogene Metrik
9ij = (¢ 9)ij = Pl aus}

in i) ~

gij = 52']' 5 ?]ij,k =0 und ].—‘f] =0
erfiillt.

Aufgabe 18 (Codazzi-Mainardi-Gleichungen). (4 Punkte)
Zeige, dass

hije — hikg = Tijhue — Tihy;
gilt, in einem Punkt, in dem g;; = J;; gilt,

Aufgabe 19 (Simons’ Identitéit). (4 Punkte)
Zeige, dass

Ahi]’ = H,ij + Hhikgklhlj — |A|2hij
gilt, wobei |A|? = hL Rk

Aufgabe 20 (Hamiltons Trick). (4 Punkte)
Seien —0o0 < @ < b < oo und u : [a,b] x (0,T) — R eine C'-Funktion. Dann ist umax(t) :=
max,cq4 U(2,t) lokal Lipschitz in (0,7).

Zeige, dass zu einer differenzierbaren Zeit ¢ € (0,7T)

(t) < sup {?;tb(x,t) : x € [a,b] mit u(z,t) = umax(t)} .

dUmax

dt

Hinweis: Benutze die Mittelwertformel und dass jede Lipschitz-Funktion fast iiberall differenzierbar
ist.

Abgabe: Bis Donnerstag, 24.05.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Biiro F 402.



Oliver Schniirer, Universitat Konstanz Sommersemester 2018
Friederike Dittberner

Ubungen zur Vorlesung Differentialgeometrie 1T

Blatt 6

Aufgabe 21. (4 Punkte)
Sein > 3 und (M", g) eine Mannigfaltigkeit, so dass R;; = fg;; fiir eine Funktion f € C*°(M) gilt.

Zeige, dass

gilt und dass R konstant ist.

Aufgabe 22. (12 Punkte)

Sei n = 3 und M™ eine glatte Mannigfaltigkeit und g = g¢(¢) eine Familie von Riemannschen
Metriken, welche den Ricci-Fluss 0;9;; = —2R;; l6sen. Nehme an, dass fiir zg € M und to € R eine
Karte (U, ¢) von M existiert, so dass

gij(x0) = d4j F?j(l'()) =0
gilt, wobei die Groflen zur Zeit ¢y ausgewertet werden. Definiere
Bijri = g"" 97 Rpiqj Rrksi -
Zeige in dem oben gewéhlten Koordinatensystem:
(i) Die Symmetrie
Bijr = Bjik = Biuij
und ‘
¢Y(Bijin — 2Bijix) = 0.
(ii) Die Identitét
AR;jiy + 2(Bijr — Bijik — Bujk + Bikji)
= Rjiit — Rjrit — Rigjk + Rkt + 9" (Rpjri Ry + RipraRyj) -
Hinweis: Benutze die 1. und die 2. Bianchi Identitdt, welche lautet:
Rjklm;i + Rkilm;j + Rijlm;k =0.
(iii) Die Evolutionsgleichung des Riemannschen Kriimmungstensors

0
&szkl = ARjjiy + 2(Bijr — Bijik — Bijk + Bikji)
+ 9" (RpjriRei + RipkiRgj + RijpiRak + RijipRar) -

(iv) Die Evolutionsgleichung der Ricci-Kriimmung

0
py R, = ARk, + 29" 9% Rpigr Rrs — 297 Ryi Ry -
(v) Die Evolutionsgleichung der Skalarkriimmung

o g
5= AR+ 29" "' Ry Rj .

(vi) Falls R > 0 zu Zeit t = 0 gilt, dann gilt dies auch fiir ¢ > 0.

Abgabe: Bis Donnerstag, 31.05.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Biiro F 402.
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Aufgabe 23. (2 Punkte)
Zeige, dass die Gleichung fiir Geodétische,

& +a'edTh o =0,

eine Tensorgleichung ist.
Aufgabe 24. (2 Punkte)

Sei S ein (r, r)-Tensor.

Zeige, dass det(S) ein Skalar ist.

Aufgabe 25 (Zusammenhangskoeffizienten). (4 Punkte)
Beweise Lemma 17.22.

Aufgabe 26 (Vertauschen zweiter kovarianter Ableitungen). (8 Punkte)
Beweise Lemma 17.25.

Abgabe: Bis Donnerstag, 07.06.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Biiro F 402.
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Aufgabe 27. (4 Punkte)
Gib zwei nicht homdomorphe R-Biindel iiber S' an.

Aufgabe 28. (4 Punkte)

(i) Seien M, N, S differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : M — N, sowie g : N — S
differenzierbare Abbildungen.
Zeige, dass
g«o fa=1(g90f)«
gilt.
(ii) Sei M eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von N.
Zeige, dass T'M eine Untermannigfaltigkeit von T'N ist.

Aufgabe 29. (4 Punkte)
Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und sei f : M — N ein Diffeomorphismus.

Zeige, dass fr : TM — TN ein Diffeomorphismus ist.

Aufgabe 30. (4 Punkte)
Seien (M, g) und (N, g) glatte Riemannsche Mannigfaltigkeiten und sei ¢ : M — N ein Diffeomor-
phismus, mit der Eigenschaft, dass fiir alle glatten Kurven ~ : [0,1] — M

Lg(v) = Lg(p o)
gilt, wobei

1
Ly(y) = /0 VI A() ds

ist. Ein Diffeomorphismus mit dieser Eigenschaft wird als Isometrie zwischen M und N bezeichnet.

Zeige, dass
vg=4g
gilt.

Abgabe: Bis Donnerstag, 14.06.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Biiro F 402.
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Aufgabe 31. (4 Punkte)
Seien X und Y Mannigfaltigkeiten und Z C Y eine Untermannigfaltigkeit mit codim Z = I.
Seien f: X =Y und g: Y — Rl in C' mit Z = g~ 1(0).

(i) Zeige, dass g o f genau dann eine Submersion in x € f~1(Z) ist, genau dann wenn
Foa(TeX) + Ty Z = Tpa) Y -

(ii) f heiBt transversal zu Z, falls (i) fiir alle z € f~1(2) gilt.
Zeige, dass f~1(Z) C X eine Untermannigfaltigkeit ist und, dass

codim(f~4(2)) =1
gilt.

Aufgabe 32. (4 Punkte)
Sei Y eine Mannigfaltigkeit Seien W, Z Untermannigfaltigkeiten von ¥ mit dim W, dim Z < dimY’,
die sich transversal schneiden, d.h. dass

T.Y =T.W +T,Z
fir allex e W N Z.

(i) Zeige, dass W N Z eine Untermannigfaltigkeit von Y bzw. Z ist und dass
codim(W N Z) = codim(W) + codim(Z)
bzw.
codim(W N Z) = dim(W) — dim(W N Z)

gilt.
(ii) Finde ein Beispiel, dass zeigt, dass W N Z im Fall T,W # T,Z fir alle x € W N Z im
Allgemeinen keine Untermannigfaltigkeit von ¥ = R* zu sein braucht.

Aufgabe 33. (4 Punkte)

Sei N eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. A C N heifit Nullmenge, falls ¢(A) fiir eine hochs-
tens abzdhlbare Menge von Kartenabbildungen eine Nullmenge ist, deren Kartenumgebungen N
itberdecken.

Seien M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten mit dim M < dim N. M besitze einen abzéhlbaren
Atlas und f: M — N sei in C'.

Zeige, dass f(M) eine Nullmenge ist.



Aufgabe 34 (Schwacher Einbettungssatz von Whitney). (4 Punkte)
Sei M eine kompakte Untermannigfaltigkeit des R™ mit n > 2dim M + 1.
Sei A ={(z,y) € M x M : x =y} und sei o : (M x M)\ A — S"~! definiert durch

z—y
o(r,y) = oyl

Zeige:

(i) Es gibt v € S*~1, v £ 0 und v ¢ Bild(o).
Hinweis: Benutze Aufgabe 33.
(ii) Definiert man die schiefe Projektion P, : R® — R"~! x {0} durch
n

71)7
/UTL

Py(x) =z —
so kann man v so wihlen, dass P,|ps eine differenzierbare Einbettung wird.
(iii) Jede m-dimensionale kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit kann differenzierbar in den
R2m+1 eingebettet werden.

Hinweis: Benutze (i) und (ii).

Abgabe: Bis Donnerstag, 21.06.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Biiro F 402.
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Aufgabe 35. (4 Punkte)
Beweise das Rangtheorem, Theorem 18.16:

Sei f : M™ — N"™ eine Abbildung die in jedem Punkt den Rang k hat. Dann gibt es fiir jeden
Punkt p € M Karten (U, ¢) und (V,¢) von M bzw. N mit p € U, f(p) € V und f(U) — V, so
dass

wOfow_l(xl,...,xm) = (:rl,...,a:k,O,...,O).

Hinweis: Benutze die Diffeomorphismen
oty am) = (Ut ™) (e, e
und
Gy ™) = (R P ) T )

fiir geeigntetes f.

Aufgabe 36. (4 Punkte)
Zeige, dass das Tangentialbiindel T'S? ein triviales Vektorbiindel ist.

Aufgabe 37. (4 Punkte)
Sei M C R" eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(i) Definiere Untervektorbiindel.
(ii) Zeige, dass TM ein Untervektorbiindel des trivialen Biindels M x R™ ist.
(iil) Sei
NM := | J{z} x (T.M)*
zeM
die disjunkte Vereinigung der Normalenrdume von M.
Finde eine Unterbiindelstruktur fiir NM beziiglich M x R™.

Aufgabe 38. (4 Punkte)

Sei ¥, C Bgr(0) C R? eine Folge von eingebetteten, geschlossenen Kurven mit gleichmiiBig be-
schriinkter Kriimmung, d.h. es existiert ein C' > 0 sodass |kx(p)| < C fiir alle p € S* und alle
ke N.

Zeige, dass jede Limeskurve Y, eingebettet ist.

Abgabe: Bis Donnerstag, 28.06.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Biiro F 402.
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Aufgabe 39. (2 Punkte)
Sei M eine differenzierbare C'>°-Mannigfaltigkeit und seien X, Y, Z drei C?-Vektorfelder. Dann
gilt die Jacobiidentitét

[X’ [Y, ZH + [Ya [ZvX]] + [Z7 [Xa Y]] =0.

Aufgabe 40. (2 Punkte)
T(M x N) ist (in natiirlicher Weise) diffeomorph zu TM x T'N.

Aufgabe 41. (4 Punkte)
Seien (M, g) und (N, h) zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Fiir Vektoren X und Y definieren
wir die Schnittkriitmmung

RijuX'YixXky!
K(X,Y):= J .
Y ey (X2
Wir betrachten die Produktmannigfaltigkeit W = M x N mit der Produktmetrik
G((v1,w), (v2,u2)) = g(v1,v2) + h(u1, u2)
fir (v, u;)) € T(M x N)=TM x TN.
(i) Wenn M und N beide positive Schnittkriimmung haben, gilt dies dann auch fiir W?

Hinweis: Betrachte M = N = S2.
(ii) Wenn M und N beide positive Ricci-Kriimmung haben, gilt dies dann auch fiir W?

Aufgabe 42. (4 Punkte)
Sei (B, g) mit
4R
gii(y) = 5
W)=
das Poincaré-Modell des hyperbolischen Raumes.
Berechne den Riemannschen Kriimmungstensor R, die Ricci-Kriimmung R;;, die Skalarkriimmung
R und die Schnittkriimmungen K (X,Y’) im Poincaré-Modell des hyperbolischen Raumes.

Aufgabe 43. (4+4 Punkte)
Seien A, B topologische Rdume, C' C B und g : C — A eine stetige Abbildung. Dann definieren
wir die Verklebung von A und B entlang g durch

AUy B:=AUB/ ~,
wobei ~ die kleinste Aquivalenzrelation auf AU B mit x ~ g(z) fiir alle z € C ist.

Sei M™ eine Mannigfaltigkeit und f : {—1,1} x B(0) — M™ eine glatte Einbettung. Definiere fiir
C ={-1,1} x 9B1(0) C [-1,1] x 9B1(0),

N = (M"\ f({~1,1} x B1(0))) Ui, ([=1,1] x B1(0)).



Zeige, dass N die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit besitzt.
Zusatz: Wir haben in der Aufgabe benutzt, dass
9(s" x D?) =8" x §* = 9(D' x §?)
gilt und D? x SO “herausgeschnitten” und S? x D! “eingeklebt”. Diese Konstruktion heifit zusam-
menhéngende Summe.

Sei 1 < k < n. Benutze nun bei der k-Chirurgie, dass
a(Sk % Dn—k) B I 3<Dk+1 % Sn—k—l)

gilt, schneide S* x D" heraus und klebe DF! x S*~#~1 ein. Definiere k-Chirurgie formal und
zeige, dass der bei der k-Chirurgie aus einer glatten Mannigfaltigkeit entstehende topologische
Raum wieder die Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit besitzt.

Abgabe: Bis Donnerstag, 05.07.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Biiro F 402.



Oliver Schniirer, Universitat Konstanz Sommersemester 2018
Friederike Dittberner

Ubungen zur Vorlesung Differentialgeometrie 1T

Blatt 12

Aufgabe 44. (6 Punkte)
Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit Metrik g;; und M eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit mit Metrik g;; := e~ *“g,;, wobei u € C*(M).

Zeige:
ffj = P?j — g"(gau; + gjug — gijug)

o
e Rijkt = GikWilj — Gitlskj — GikUsts + Gj1tski
+ GikU U5 — Gitlik U5 — GikUUsg + GjlyiUsk

+ gugik|Vul® — gikgit| Vul® + Riju

Rix = girAu + (n — 2)up + wiug — gie| Vul? + Ry

R=¢"(n—1)2Au— (n—2)|Vul> + *R

Aufgabe 45. Sei M™ eine n-dimensionale, zusammenhingende, differenzierbare Mannigfaltigkeit,
deren Topologie eine abzihlbare Basis besitzt.

(i) Sei g eine pseudo-Riemannsche Metrik auf M, p € M beliebig und V4, ..., V,, eine Orthonor-
malbasis von T, M. Sei €; := g,(V;,Vj).
Zeige, dass der Index von g mit der Anzahl der negativen Vorzeichen, welche in (e1,...,¢e,)
vorkommen,iibereinstimmt.

(ii) Zeige, dass eine Metrik vom Index k, 1 < k < n, genau dann existiert, wenn es ein k-
dimensionales Unterbiindel von T'M gibt.

Aufgabe 46. Seien M,N differenzierbare C°°-Mannigfaltigkeiten und sei
f : M — N ein Diffeomorphismus. Seien X,Y zwei C'-Vektorfelder auf M und definiere fiir
q € N ein Vektorfeld auf N mittels

Xlg = (£X)| 10
Zeige, dass fiir p e M
Fepl X, Ylp = [X,Y]

f(p)
gilt.

Aufgabe 47. Seien (M, g), (N, g) glatte Riemannsche Mannigfaltigkeiten und ¢ : M — N ei-
ne Isometrie. Bezeichne mit V, V und R, R jeweils den Riemannschen Zusammenhang bzw. die
Riemannsche Kriimmung auf M bzw. N.



(i) Zeige, dass fiir glatte Vektorfelder X,Y auf M

0(VxY) = Vo, x(¢.Y)
gilt.
(ii) Zeige, dass fiir glatte Vektorfelder X,Y, Z auf M

P« (R(X,Y)Z) = R(p: X, p:Y )puZ
gilt.

Aufgabe 48. Versehe §" mit dem induzierten Zusammenhang V.

(i) Sei X durch
X(p) == e1—(er,p)p
definiert, wobei e; den Basisvektor im R™*! bezeichnet und p € S™ sei. Begriinde, warum X
ein Vektorfeld auf S™ ist und berechne die Darstellung von X beziiglich der stereographischen
Projektion.
(ii) Berechne die Christoffelymbole I‘fj in lokalen Koordinaten beziiglich der stereographischen
Projektion.

Aufgabe 49. (4 Punkte)
Beweise Lemma 22.6:

Seien M und N differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : M — N eine Immersion. Sei g eine
Riemannsche Metrik auf N. Dann ist f*g, die zuriickgezogene (“pull-back”) Metrik, definiert durch

ff9(X)Y) = g(f X, fY) oder fg(X,Y)(p) = 9(fipXlp, [+pY |p)
fiir Vektorfelder X,Y auf M eine Riemannsche Metrik auf M.

Aufgabe 50. Sei M eine C*+1-Mannigfaltigkeit, & > 1, mit abzdhlbarer Basis.

(i) Sei g wie im Beweis von Theorem 9.4 definiert.
Zeige, dass g eine Riemannsche Metrik der Klasse C¥ ist.
(ii) Zeige, dass ein Zusammenhang der Klasse C*~1 auf M existiert.

Aufgabe 51. Sei M eine glatte Untermannigfaltigkeit des R™, g die induzierte Metrik und V der
induzierte Zusammenhang.

Zeige, dass V der eindeutig bestimmte Levi-Civita Zusammenhang auf (M, g) ist.

Aufgabe 52. Sei M eine C*+1-Untermannigfaltigkeit des R™, k > 1. Seien X,Y beliebige Vektor-
felder der Klasse C*~! respektive C* auf M, wobei wir Y als Abbildung Y : M — R” auffassen.
Definiere

VxY(z2) := P(2)dY (2)(X),
wobei P(z) : R — T,M die orthogonale Projektion ist, 2 € M beliebig sei und wir Y lokal
fortsetzen zu einer Abbildung Y : U — R"”, U eine offene Umgebung von z des R™.

Zeige, dass V einen Zusammenhang der Klasse C*~1 auf M definiert, den induzierten Zusammen-
hang.



Aufgabe 53. (4 Punkte)

Aufgabe 54. (4 Punkte)

Aufgabe 55. (4 Punkte)

Aufgabe 56. (4 Punkte)

Abgabe: Bis Donnerstag, 12.07.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Biiro F 402.
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Aufgabe 57. Sei M eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit des R"*! und bezeichne mit R
den Kriimmungstensor. Berechne R beziiglich des Projektionszusammenhanges fiir

(1) M =Ss",
(2) M=S'xRF, 1<k<n-—1,
() M = {(x,[z[) - x € R" \ {0}}.

Aufgabe 58. Lies den Beweis von Bemerkung 9.5, also der Existenz einer untegeordneten Zerle-
gung der Eins auf einer parakompakten Mannigfaltigkeit, nach.

Aufgabe 59. (Konvexe Hiilleneigenschaft) (4 Punkte)

Sei F € C?*(Q,R?) eine regulire Fliche mit X(2) C Bg(0). Es gebe ein z € Q mit | X (z)| = R.
Zeigen Sie:

(i) Bei geeigneter Wahl der Normalen v gilt X (z) = Rv(x).
(ii) Beziiglich der Normalen in (i) hat X in « Hauptkriimmungen k1, k2 > 1/R.

Sei jetzt Q@ C R? beschrinkt und X € C?(Q,R?), so dass X|q regulire Fliche mit GauBscher

Kriimmung K < 0 ist. Zeige, dass X () in der konvexen Hiille von X (9€) enthalten ist, wobei

conv(X (09)) = ﬂ Br(p) .
X(092)CBr(p)

Aufgabe 60. (4 Punkte)
Berechne die Tangentialriume der folgenden Untermannigfaltigkeiten M;, i € {1,2,3}, in allen
Punkten von M;. Berechne weiterhin die Normalen in allen Punkten der Flichen M7 und Ms.

(i) Sei M :=S% C R3.
(i) Sei My := {z € R?: dist(x,S! x {0}) = %}
(iii) Sei M3 := O(n) C R™™".

Abgabe: Bis Donnerstag, 08.02.2018, 10.00 Uhr, in die Mappe vor Biiro F 402.



